Rectas y planos

Rectas en el plano

Ingenieria y rectas

SITUACION INICIAL 13

Un haz sonoro y direccional es emi-
tido con 4ngulo de 30° respecto de la
horizontal, y se refleja en el cielorraso
(también horizontal) ubicado a 4,50
metros de altura.

Si el éngulo de reflexién es recto,
;a qué distancia del origen de coor-
denadas elegido (coincidente con la
fuente emisora) deberfa colocarse
una persona para optimizar la recep-
cién del sonido?

SITUACION INICIAL 2:

Un mévil se traslada con trayectoria
rectilinea, la cual forma un dngulo de
53° con la horizontal, de acuerdo con
la figura 2-2 que se muestra, iniciando
en el tiempo ¢, su recorrido desde la
coordenada (0; 0} a velocidad constan-
te de 12 metros por segundo.

Desde un punto de coordenadas
(0; 60) parte simultdneamente otro
mévil, cuya trayectoria forma una
dngulo de 30° con el eje de ordena-
das elegido, y se desplaza a velocidad
constante.

Figura 2-1
4,50 m
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Figura 2-2
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en el punto de encuentro de las trayectorias?

Obtener las coordenadas del punto A de encuentro de ambas trayectorias.
;A qué velocidad debe desplazarse el segundo mévil para coincidir con el primero
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Introduccién .

Laley de Ohim establece una relacién entre la diferencia de potencial eléctrico aplicada a un
material conductor y la intensidad de corriente que circula por el mismo.

Supongamos que se realiza un ensayo en cierto laboratorio de fisica y, utilizando el ins-
trumental adecuado (un voltimetro y un amperimetre), se mide, para un tramo de conduc-
tor determinado, una diferencia de potencial de 26 V y una intensidad de corriente de 1 A

Sobre ese mismo tramo de conductor se efecttia un segundo ensayo. La diferencia de
potencial aplicada es entonces de 30 V con intensidad de corriente de 1,5 A. También se
observa que si la diferencia de potencial aplicada es nula, no circula corriente.

3Cudl es la gréfica del experimento?

A partir del experimento anterior se puede inferir que, para
el caso en estudio, AV = k - I; donde AV es la diferencia de

[Figura 2-3 potencial expresada en voltios, { es la intensidad de corriente
v expresada en amperios, y k es la constante de proporciona-
440 L L lidad, que en este ejemplo vale 20. Con el propésits de ho-
: ’ ; mogeneizar las unidades en la igualdad anterior, fisicamente

715} NS S I ) o
! ! debe adoptarse una vnidad de medida adecuada para esa
B poTToTTe poTTT oo constante. Como el lector seguramente sabe, dicha unidad
‘ %% I Al E prosmoreeo es el ohm, cuyo simbolo es £2. ;Qué representa k? Fisica-
26 R (IR mente es la resistencia que el conductor opone al paso de la
LY R R A 1 _,.:_ ________ :L ___________ corriente. Ciertamt?njre, en fisica asf se le denomina, v la' ley
20 bamad i___: __________ e de Ohm suele escribirse como AV = RI, donde R es dicha

P , ! constante,
167--- T ;"T """""" A De manera matemdtica, nos estd indicando que existe
12+-~f- ‘s e ? - :r —————— :r “““““““““““ una relacién lineal entre la diferencia de potencial aplicada y
6+~ -—‘;~—4'—~i— ———————— ‘:— ——————————— la corriente que circula.
4t ___4:_-1‘__:. __________ b Las funciones lineales son s6lo una clase de funciones
1 ; : / que podemos definir en el campo de la matemética. Sin em-
1152 4 bargo, muchos problemas de fisica y ciencias de la ingenieria
en general responden a funciones lineales. De alli la impoz-
tancia de su conocimiento y estudio.

La figura 2-3 muestra la representacién grifica de una funcién lineal. En geometria
es una recta. Los puntos de la recta guardan una relacion semejante a lo que ocurre con la
diferencia de potencial y la intensidad de la corriente en la ley de Ohm.

Sien lugar de escribir AV =R - T escribimos y =k - x, tenemos la misma relacién, s6lo he-
mos dado a las variables nombres diferentes, y ala constante de proporcionalidad también,

Como podemos ver, esto es muy interesante. La geometria la asociamos siempre a rec-
tas, curvas, figuras, superficies o voltimenes, pero acabamos de ver que una recta se puede
expresar perfectamente y quedar univocamente definida mediante una ecuacién algebrai-
ca. Este es el principio bésico de la geometria analitica que estudiaremos en los capitulos 2,
3y 4 de la presente obra. Nuestro objetivo serd encontrar de qué manera podemos descri-
bir Jugares geométricos empleando expresiones analiticas y viceversa. _

En particular, en esta seccién del capitulo 2, analizaremos cémo los vectores nos per- -
miten describir ecuaciones de rectas en el plano, y cémo también mediante vectores se re-
suelven distintas situaciones geométricas como son las posiciones relativas, el paralelismo,
la perpendicularidad, el célculo de 4ngulos entre dos rectas y distancias.

~
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Figura 2-4

Esperamos que al finalizar la lectura comprensiva y activa de la presente seccién, usted
pueda:

,,,,,, » Encontrar las ecuaciones vectoriales y cartesianas de rectas ubicadas en el plano y
representarlas graficamente

Investigar la posicién relativa de rectas en el plano
# Resolver problemas de distancias y 4ngulos en el plano coordenado
i Describir una familia de rectas sujeta a condiciones geométricas

2.1.2 Ecuaciones de la recta que pasa por un punto
y es paralela a la direccién de un vector

2.1.2.1 Ecuacién paraméirica vectorial de la recta en R?

Sean un punto P, ( Xy yo) del plano y un vector d= (d d ) distinto del vector nulo.

sExiste una recta en el plano que pase por P, y sea paralela a la direccién del vector d?

A partir de los axiomas de la geometria euclideana, sabemos que
por un punto pasan infinitas rectas; y por un punto extenso a una recta
pasa una paralela (ver figura 2-4).

Lo previo justifica la existencia geométrica de la recta, pero jcudl es
la condici6n analitica que debe verificar un punto P(x; y) para pertene-
cer a dicha recta?

Sean p,y p los vectores posicién de los puntos P (x; y,) Y P(x; ) v
entonces P="Ps + PO_P (I) (ver figura 2-5).

Por otra parte, si el punto P(x; y) pertenece a la recta, entonces el

Figura 2.5
Y

vector PP es paralelo al vector d, es decir, existe A€R tal que PP= d
(1) (ver figura 2-5).

A partir de (1) y (II), resulta que el vector p serd el vector posicién
d s de un punto P(x; y) perteneciente a la recta r si, y sélo si, p=7, +Ad

- Al reemplazar por las coordenadas de los vectores, se tiene la ecua-
cidn de larecta r:

Al vector d se le denomina vector director asociado a la recta, o di-
reccién asociada a la recta. Es importante notar que el vector director de
una recta no es Unico, cualguier multiplo escalar de un vector director
es también vector director de la recta, pueslo que interesa de este vector
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es que su direccién sea paralela a la recta. (Recordemos que el producto de un vector por
un escalar no nulo mantiene invariante la direccién del vector.)

Ejemplo 1 Determinar una ecuacién paramétrica vectorial de la recta que pasa por el punto P (2
3) v es paralela al vector d = (3; 1). Representar gréficamente.

Solucién
Segtin (III), una ecuacién paramétrica vectorial de la
rectaesr: (x5 y) =(2;3) +A(-3; 1), siendodER.
Una forma de realizar la representacién gra-
fica de la recta es asignar valores reales al pardmetro 4 de
la ecuacidn de la recta, por ejemplo:

Figura 2-6

A Ecuacién de la recta | Punto de la recta
0| (y)=(23)+0(-31) ()= (2%3)

L] (sy)=2:3)+1(31) (x;y) = (~1;4)
2= +EDE3HD T ) =61)

A partir de la tercera columna de la tabla, podemos
representar graficamente la recta (ver figura 6).

Ejercicio 2-1

Encontrar una ecuacién paramétrica vectorial de la recta sabiendo que

a) P(—5;3) pertenece a la recta y es paralela al vector d= (2;2)

b) P (~1;~3) pertenece a larecta y es paralela al eje de abscisas.

¢) P(~153) 7P (4 3) pertenecen a la recta.

d) P(0; 7) pertenece a la recta y es paralela al vector que definen los puntos A(2; 3) y
B(~4; 3).

Efectuar la representacién gréfica de la recta en cada caso.

2.1.2.2 Ecuacidn paramétrica cartesiana de la recta en R?

Consideremos la ecuacién paramétrica vectorial delarectar: (x; ) = (x37,) +/1(d1; 4,) que
pasa por el punto P (x; v ), y cuyo vector director es d = (dx; d, ) #0

Alresolver las operaciones presentes en el segundo miembro de la igualdad y aplicar la
condicién analitica de igualdad entre vectores, resulta que la ecuacién de la recta es:
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{x =x,+ A4,
< ; conA€ER

y=y,+4d,

Este sisterna de ecuaciones se denomina ecuaciones paramétricas cartesianas de la
recta en R?, puesto que el punto P(x;y) serd un punto perteneciente a la recta 7 si,
v s6lo si, existe una AER tal que se cumplan las siguientes igualdades: x = x + Ad, y
y=y,+ad, ~

Ejemplo 2

Sea la ecuacién paramétrica vectorial de unarectaen R?, r: (2 y) = (25 3) + A1(=3; 1), con

AER.

a) Encontrar una ecuacién paramétrica cartesiana de la recta r.

b) Encontrar las coordenadas de dos puntos de la recta.

¢) Obtener las coordenadas de los puntos de interseccién de la recta con los ejes coorde-
nados.

Solucién
a) A partir de la ecuacién paramétrica vectorial, resulta que (xy) = (2 -34; 3 +4).

Al aplicar el concepto de igualdad de vectores obtenemos la ecuacién paramétrica carte-

siana de la recta, siendo r: x=2-31 conA€R (1)
y=3+ 4

b) Para contestar este {tem es suficiente con asignar en (I) valores reales al parametro 4,
una respuesta, entre las infinitas posibles respuestas, es:

x=2-3.2=~4

m3r2125 = A(-4;5)er

Si ).=2=>{

x=2-3(-4)=14

Si A=~4=
y=3+(-4)1=-1

= B(14;-1)er

¢) Recordemos que un punto pertenece al eje de abscisas cuando y = 0, siendo sus co-
ordenadas de la forma (x; 0); y un punto pertenece al eje de ordenadas cuando x =0,
siendo las coordenadas de estos puntos de la forma (0; ¥)
Entonces, para encountrar las coordenadas del punto donde la recta corta al eje de
abscisas, asumimos que en (I) y =0, y resulta

x=2-3 A x=2-3 1 .
= = x=1L
0=3+ A =-3

Por lo tanto, la recta corta al eje de abscisas en el punto P, (11; 0).
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Luego, para encontrar las coordenadas del punto donde la recta corta al eje de or-
denadas, asumimos en (1) : x = 0, resulta:

{o:z-—a ro =2 11
=173

S y==
y=3+ A y=3+A

11
Par lo tanto, la recta corta al eje de ordenadas en el punto F, (0; '3—)

Ejercicio 2-2

Determinar la ecuacién paramétrica cartesiana de la recta si:

a) P (0;0) es un punto de la recta y ésta es paralela al vector d = (-2; 3).

b) P,(2;0)es un punto de la recta y ésta es paralela al eje de ordenadas.

) P(1;~4)yP,(1;5) pertenecen ala recta,

dy Larecta pasa por el punto medio del segmento de extremos A(2; 3) y B(—4; 3) y por el
punto extremo del vector AP ={10;~6).

Realizar la representacién gréfica de la recta en cada caso.

2.1.2.3  Ecuacién simétrica de la recta en R? Iy
x=x,+
Comnsideremos la ecuacién paramétrica cartesiana de la recta r { o ' con, AER (1),
Y=Yy, +44,
que pasa por el punto P (x; v,) y cuyo vector director es d= ( dsd, ), siendod, #0yd, #0
En (I), es posible expresar al pardmetro AER en funcién de los restantes pardmetros,
ya que por hipétesis las coordenadas del vector director de la recta son no nulas; asi, ope-
X=X, Y= ‘
A A=t
d

Z

rando miembro a miembro, resulta que: A=

1
Luego, por la propiedad transitiva de la igualdad, se tiene la ecuacién de la recta:

Observemos que, en la ecuacién simétrica de la recta, estd presente el concepto de
paralelismo entre los vectores B,P —definido por los puntos P(x; ¥) y P,(x;; y,) pertene-
cientes a la recta— y el vector d director de la recta,

También, advierta que si se conoce la ecuacién de la recta expresada en forma simétri-
ca, es posible identificar de inmediato un punto y un vector director de la recta; y con estos
datos basta para representarla de modo gréfico.
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Ejemplo 3

Figura 2-7

Encontrar una ecuacién simétrica de la recta que pasa por los puntos A(1; 2) y B(-2; ~3),
y representarla gréficamente.

Solucién

Como A(1; 2) y B(-2; —3) son puntos de la recta (ver figura 2-7),
podemos considerar como vector director de la recta al vector deter-
minado por dichos puntos, AB=b -7 ~(—2~1' -3~ 2) (~3 —-5)

Luego, considerando la recta que pasa por el punto B(-2; ~3)
y tiene como vector director al vector AE, resulta que la ecuacién
simétrica de la recta es

X% _ Y=Y, o x+2:y+3
d

y . d -3 -5

2

2.1.3

2.1.3.1.

Para efectuar la representacion gréfica de la recta es suficiente
con incluir en el sistema de coordenadas cartesianas a los puntos
A(1; 2) y B(~2; —3), pues sabemos que por dos puntos pasa una, y
s6lo una, recta.

Noétese que para obtener la ecuacién de la recta se podria usar
cualquier otro puato, por ejemplo, el punto A y también otro vector
director, como su BA.

Ejercicio 2-3

Obtener, cuando sea posible, una ecuacién simétrica de la recta:

a) Cuya ordenada al origen es 5 y abscisa al origen es 3.

b) SiP(~7;2)esun punto de la recta y ésta es paralela al vector d= (1;-2)

c P (5 ~1) y P,(~1; 4) pertenecen a la recta.

d) Cuando contiene a la mediana trazada desde el vértice A del tridngulo cuyos vértices
son los puntos A(~3; -2), B(3; 1),y C(6; —4)

Trazar el gréfico para cada situacién planteada.

Ecuacion de la recta que pasa por un punto y es perpendicular a la
direccién de un vector en R?

Ecuacion implicita o general de la recta en R?

Sean un punto P,(x;; y,) del plano y un vector 7= (nl; ﬂz) distinto del vector nulo.

;Existe una recta en el plano que pase por P,y sea perpendicular a la direccién del
vector fi?

Comao ya establecimos, por un punto pasan infinitas rectas y, en este caso, €s una pro-
piedad que, dada una recta, es posible construir gréficamente, empleando dos escuadras,
una perpendicular a la recta. Por estas razones, podemos afirmar que existe una recta que
pasa por el punto dado y es perpendicular a la direccidn del vector conocido, tal como se
muestra en la figura 2-8.
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Figura 2.8 Lo previo argurenta la existencia geométrica de la recta, pero jcudl es
o la condici6n analitica que debe verificar un punto P (x,; y,) para pertenecer
Y a dicha recta?
A Sean p, yp los vectores posicion de los puntos P (x,; y,) ¥ P(x; y), en-
AN > tonces; P P=p-p, (I) (ver figura 2-9).

, Por otra parte, si el punto P(x; y) pertenece a la recta, entonces el vector
4 Py PP es perpendicular al vector 7i; es decir, *P:ﬁl—r} =0, (II) (ver figura 2-9).
- De (I) y (II) resulta que el erctor pes el vector posicién de un punto

g | X P(x; y) perteneciente a la recta r s, y sélo s, ( p— po)~h‘ =0. (III)
Entonces, reemplazando en (1IT) por las coordenadas de los vectores,
r se tiene
Figura 2.9 (2= y=7,) - (m3m,)=0
Y Al resolver el producto escalar entre estos vectores, resulta
’ B Tll(x-"xu)-i—nz(y——yo):
P, 7
P Luego, operando en R, mx+n,y+ (—»n]xo -1, ) =
Por tltimo, si convenimos en designar que:
X
0 - ’ n =4, (Iv)
P n,=B, V)
(Hnlxo MY ) =C
Se tiene que la ecuacién de la recta es:
frAx+B+co | o
Esta expresmn de la recta en Rz se denomma ecuaaén 1mphc1ta, 0 genéral, de Ia rgcta;
donde los caeﬁaentes AvBnoson sxmultaneamente nulos.
Al vector 7 =( s ) distinto del vector nulo, cuya direccién es perpendicular a la
recta, se le denomina vector normal de la recta. Es importante recordar que el vector nor-
mal de una recta no es unico, sino que cualquier miltiplo escalar de un vector normal es
también vector normal de la recta, porque el producto de un vector por un escalar no nulo
mantiene invariante la direccién del vector.
Otro dato importante para recordar, y que surge de la deduccién de la ecuacién [ver
(IV) y (V)] es que dada la ecuacién implicita de la recta r : Ax + By + C = 0, los coeficientes
Ay B son las coordenadas de un vector cuya direccién es perpendicular a la recta, es decir,
7=(4; B) Lt
Ejemplo 4 Encontrar una ecuacién implicita de la recta que pasa por el punto P,(1;3) y es perpen-
dicular al vector 7= (2 4)
A
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Figura 2-10 Solucién

En general, para resolver ejercicios de geometria conviene uti-
Incognita: lizar una representacién gréfica que se denomina figura de anlisis.
Recta que pasa Esto es, usar un gréfico que permita interpretar los datos y poner en

por Po 2;495 | claro cuél es la incognita, asi como establecer la estrategia que lleve
gegﬁ?/r:ecltg: ar a una respuesta adecuada. En la figura 2-10 se presenta la figura de

andlisis del ejercicio.

Considerando el punto P (1; 3)&r y siendo P(x; y) un punto
genérico de la recta, queda definido el vector P;T’ que, tal como
se observa en la figura de anélisis, resulta paralelo a la recta vy,
en consecuencia, es perpendicular al vector normal de la recta,
= (2; — 4).

Entonces, siendo p,y P v los vectores posicién de los puntos

P (x;,) v P(x; y), la ecuacién de la recta es:

BP.i=0=(p-p,)-i=0= (x—1 y—3)-(2 —4)=0

Por lo tanto, 2(x~1)~4(y-3)=0=r—2x—4y+10=0
La figura 2-11 muestra la gréfica de la recta cuya ecuacién
hemos encontrado.

"”"““T"‘"I'"'"P4"“”f‘-"'"7__1'__

2.1.3.1.1 Casos particulares

Sear:Ax + By + C=01la ecuacién implicita o general de la recta en R?, donde los coeficien-
tes A y B no son simultdneamente nulos.
De este modo,

-~

Hl SiA =0, entonces la ecuacién de la recta se reduce ar: By + C=0, su vector normal es
fi= (O; B), por lo tanto es paralela al eje de abscisas (ver figura 2-12). En particular,
si ademds C = 0,tenemos la ecuacién del eje de abscisas. Estas rectas se denominan
rectas horizontales.

Ejemplo 5 Larectar:y~2=0 esparalela y
al eje de abscisas. o
i I i
B N
ol | 5
i |
S, | S A O S

Figura 2-12
riy-2=00=(0;1) :

: §i B =0, entonces la ecuacién de la recta se reduce a r : Ax + C =0, su vector normal
es fi= (A; 0), por lo tanto es paralela al eje de ordenadas. En particular, si C =0, te-
nemos la ecuacién del eje de ordenadas. Estas rectas se denominan rectas verticales.
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Ejemplo &

Larectar:2x+1 =0 es paralela Y
al eje de ordenadas. § o
] 1 i i
O B T T
i i I i
i i t 1
i } 1 i
R K Rt i i i
{ i i {
§ i ] 4
NS [ S S S S
i i i ;
Figura 2-13 : ' ! j
-1 T 2 3
ri2x+1=0,7=(2;0) 3; P

Si C=0(siendo A # 0y B# 0), entonces la ecuacién de la recta se reduce ala
r: Ax+ By =0 que pasa por ¢l origen de coordenadas.

Ejerﬁplo 7

2.1.3.2

La recta r: 2x —4y = 0 pasa por Y
el origen de coordenadas. : P ;
SR | NN S ol S
i 1 i
| .
5 TR
e i Sh W R SETES EE
i i i i
SR, 3 SO U N S
] i i ]
l i i i
Figura 2-14 B e Tt N At
! i i i
1 1 ! 1
ri2x—dy=0, i=(2;-4) Rt Gt EEET R S

Ecuacién segmentaria de la recta

Sea umna recta r : Ax +By + C = 0 no paralela a los ejes coordenados y que no contiene al

origen de coordenadas; esto es, A, By C son ntimeros reales no nulos.
A B
Entonces, r: Ax+By+C=0 = -—E x+ —-E =1, pues C#0

Siendo (I} equivalente con (3%5 + (ZE‘S =1
A B

C

Si convenimos en Hamar p =(—%) | =(——-—} y, resulta la ecuacién de la recta:

B

M
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A continuacién comprobamos que los niimeros reales no nulos p v g se corresponden
con la abscisa al origen y la ordenada al origen, respectivamente.

Sea la ecuacién segmentaria r: Xy PA) ()

q
Para determinar la interseccién de la recta con el eje de abscisas, en (I), proponemos
=0, entonces:

x 0 x
Z4==1 = Z=1 = x=p
r q P
Por lo tanto, la recta corta al eje x en el punto P (p; 0) (I

Para determinar la interseccién de la recta con el eje de ordenadas, en (1) proponemos
x =0, entonces:

0
Z4fa = Za y=q
r 9 q
Por lo tanto, la recta corta al eje y en el punto P,(0; g). (1)

Por (II) y (II), se verifica que los valores reales no nulos p y g representan la abscisa al
origen y la ordenada al origen de la recta, respectivamente.

Ejemplo 8

Figura 2-15

Sealarectar:4x+8y—2=0.
Encontrar una ecuacién segmentaria de esta recta y representarla gréficamente.
Solucién

Para determinar una ecuacién segmentaria, operamos miembro a miembro en la ecua-
cién implicita de la recta.

8
7:4x+8y-2=0 = 4x+8y=2 = %x+5y=1 =

R
+

b N2
i

Entonces la recta dada tiene abscisa al origen de —i— y

. 1 . .
ordenada al origen de —; es decir, corta a los ejes coorde-

nados x e y en los puntos P(%; O) y Q(O; :11—) Y, respecti-

\ ,  vamente.

De modeo gréfico (ver figura 2-15).

;Cuél es la ventaja de expresar una recta en forma segmentaria? Que se puede realizar
su gréfica casi sin efectuar célculos, pues los niimeros p v g definen la abscisa v la orde-
nada, respectivamente, de los puntos donde la recta corta los ejes coordenados. ;Porqué
entonces, siendo tan 4til, no es la ecuacién que mds se utiliza? Para contestar esta pregunta,
dejamos al lector la tarea de pensar si es posible escribir la forma segmentaria de una recta
que pasa por el origen de coordenadas.
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2.1.3.3 Ecuacién explicita de la recta en R?

Sea la ecuacién implicita o general de larecta r: Ax+ By + C=0.
Si B # 0, resulta posible explicitar la variable y en funcién de la variable x, tal como se
muestra a continuacion.
A C
r:Ax+By+C=0 = r:By=-Ax-C = r:iy= 3 x+ 3/ 03]

A
Si convenimos en designar que [—-—~)=m y (——-—C—)= by reemplazamos en (I), resulta
la ecuacidn de la recta B B

riy=mx+b
Expresién que se denomma ecuacion explicita de larectade pendxente my ordenada
al orlgen b

sPor qué el término independiente b de una recta expresada en forma explicita como
r:y=mx+ b esla ordenada al origen de la recta?

Siasignamosx=0 enlaecuaciéndelarectar: y=mx+b, surgey =b.

Entonces, la recta intercepta al eje de ordenadas en el punto P(0; b).

Por lo tanto, el término independiente de la forma explicita de la recta b es la ordenada
al origen de la recta.

Ejemplo 9

. 1 1 1 .
La ordenada al origen delarecta r: y = —-—2-x + 7 esh= 7 entonces la recta intercepta

al eje de ordenadas en el punto P(O; i

;Cémo se define geométricamente la pendiente de una recta?
Para definir geométricamente el concepto de pendiente de una recta, resulta necesario
definir qué se entiende por dngulo de inclinacién de una recta.

El 4ngnlo de inclinacién de una recta es el dngulo formado entre el eje de abscisasen
sentido positivo y la recta, cuando ésta se considera d1r1g1da hacia arriba (ver figuras
2-16272-16 b)."
Si convenimos en llamar 8 al 4ngulo de mchnaaén de una recta, la medida de este
-4ngulo es cualquier valor real comprendido entre 0y 77, es decir, 020 < b7

Entonces,

, Se llama pend1ente de-una recta 1o vert1ca1 que mdlcaremos con m, a la tangente de
su a.ngulo de inclinacién.

(08

En sunbolos m= tg 9




Figura 2-16 (a)

d es el angulo de in-
clinacién de la recta
m>0

Figura 2-16 ()

6 =0 es el dngulo
de inclinacién de la
rectam=0

Capitulo 2 Rectasyplanos 7§

A partir de (I), se observa que la pendiente de una recta puede tomar todos los valores
reales.

Si6 es agudo, m=tg § >0, entonces se dice que la recta tiene pendiente positiva (ver
figura 2-16 a).

Si6 es obtuso, m=tg < 0, entonces se dice que la recta tiene pendiente negativa (ver fi-
gara 2-16 b).

En el caso de rectas horizontales el 4ngulo de inclinacién es 0y m =tg 8 =0, y la pen-
diente es nula (ver figura 2-16 c). =

Sila recta es vertical, su dngulo de inclinacién es 5 (ver figura 2-16 d). Recordemos

b4 . . .
que la tangente de B no estd definida, en consecuencia, el concepto de pendiente no

puede aplicarse a rectas verticales y este tipo de rectas no pueden describirse mediante la
forma explicita.

y Figura 2-16 (b) y
6 es el dngulo de in-
clinacién de la recta
m<0
X@
4 X
+ x
y Figura 2-16 (d) y

z ‘
6:5 es el angulo

de inclinacion de la
recta m no esta de-
finida

Ejemplo 10

. . 2
Encontrar el 4ngulo de inclinacién de las rectas riy=-x+4,ry= —gx -1

Solucién
Llamando 6 al 4ngulo de inclinacidn de la recta, se tiene que tg 8 = m, por lo tanto:

El dngulo de inclinacién delarectar, : y =—x+ 4 es f=arctg (.-1) = Zn

. 2 2
El 4ngulo de inclinacién de la recta r,: yzgx——l es @ =arctg (—3-) = 33040
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En lo que sigue de esta seccién, abordaremos la forma de obtener la ecuacién explicita
de una recta cuando se tienen por datos la pendiente y un punto, o bien dos puntos de la

recta.

§iP (3 7,) ¥ P (x; y,) son dos puntos cualesquiera y diferentes de una recta no vertical, la

pendiente de larecta es m= AT
T
Figura 2-17 En la figura 2-17 se presenta una recta r no vertical que pasa por

los puntos P (x; v,) ¥ P(x; »,), ¥ cuyo dngulo de inclinacién

r denominamos 6.
5i por los puntos P, y P, trazamos rectas perpendiculares
al eje de abscisas y por P, una recta perpendicular al eje de or-

£ denadas, resulta el 4ngulo 6’congruente con 8 por ser dngulos
correspondientes entre rectas paralelas cortadas por una trans-
versal.
long BB
08 SR} W L. Entonces m = tg 0 =tg §'= —02le 4,
; x long. BB
' |
E E A partir de conocer las coordenadas de los puntos P yP,se
s " tiene
i
p '; 3 long. PB=y,~y, _ (D
/ Xq Xy X y
long FB=x, —x, (1)

Entorces, por reemplazo de (I} y (IIT) en (I), se obtiene lo que se queria demostrar:.

mz)ﬁ")’o )
X%

Observaciones: Conceptualmente la pendiente de una recta {(no vertical) reduce la canti-
dad de desplazamiento vertical por cada unidad de cambio herizontal. En la férmula (IV)
el cambio vertical esta dado por: y, ~ y,, que se dencta Ay (delta y), y este cambio vertical
se corresponde con el cambio horizontal: x, — x, que se denota Ax (delta x). Por esto, es

comun decir que m= Ly
Ax
Observemos que la férmula para calcular la pendiente de una recta, establecida por el
teorema 1, no esté definida analiticaments cuando x, = x,.
Six, = x,, los puntos considerados son de igual abscisa, por lo tanto, la recta que defi-
nen es vertical y, como se establecié previamente, las rectas verticales no tienen determi-
nada su pendiente.
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A partir de este teorema surge el siguiente:

x - —
La recta que pasa por los puntos P (x; ,) y P,(x; y,) tiene por ecuacién % . _)/__2./_0_7
siendo x, Zx, Ay, # ¥, XXy N7V
Figura 2-18 Sean P (x;y,) 7 P,(x;¥,) dos puntos de una recta, siendo P(x; y) un pun-
to genérico de la misma, como se observa en la figura 2-18.
[V S P - A partir de los puntos considerados se determinan los tridngulos
P rectdngulos PR, Ay PR B .
Yipmrmmm oy Donde se observa que los 4ngulos correspondientes son congruen- |

tes, entonces los tridngulos son semejantes.
Por ser tridngulos semejantes, las longitudes de los lados homélogos
g PA _PB

son proporcionales, entonces se cumple que === = ==
prop » pie g PA PB

e

b

Al calcular las longitudes de los segmentos en funcién de las coorde-

3¢ F o e

nadas de los puntos, se tiene 170 Y70 6
i X =X, X—X

A partir de (I), se logra lo que se queria demostrar:
EE _ Y -
X% N
En funcién de los teoremas 1 y 2, se deduce la ecuacién de la recta denominada ecua-

cién punto-pendiente.

A partir de (IT) surge ¥~ ¥, =(y1 —X J(x—xo)

x —Xx,
V1Y
Por el teorema 1, sabemos que m=~—=2
Xy Xy

Entonces,

La ecuacién (I11) de la recta pone en evidencia que con dos condiciones —la pendiente
de la recta y un punto perteneciente a ella— se tienen los datos suficientes para obtener la
ecuacién de la recta.

También podemos analizar dicha ecuacién bajo otro enfoque, teniende en cuenta lo
enunciado en los apartados 2.1.3 y 2.1.4, esto es: existen infinitas rectas que pasan por un
punto, pero sélo una de ellas tiene pendiente m prefijada.



74 Nociones de geometria analitica y 4lgebra lineal

Ejemplo 11

Encontrar una ecuacién de la recta que pasa por los puntos A(—1; 3) y B(4; 2)

Solucién

A partir del teorema 2 se tiene que

Rt W A , entornces: _____x+l=_____y—-3:>wx+1=wy—3 (D
=X Vi~V 4+1 2-3 5 -1

Advierta que la ecuacién de la recta obtenida en (I) a partir de aplicar el teorema 2, no es
otra que la ecuacién simétrica o continua de una recta, ya que las diferencias (x, ~ x) v
(y,—y,) sonlas coordenadas del vector AB que es paralelo a la recta, debido a que estos
puntos pertenecen a la recta.

A partir de (I), podemos obtener la ecuacién explicita y la ecuacién implicita. Vea-
mos como:

Si en (I) resolvemos las operaciones presentes de manera tal que se exprese la variable

. . . . 114
y en funcién de la variable x, obtenemos la ecuacién explicita de la recta: y = —ox + <

En cambio, si en (I) resolvemos las operaciones e igualamos a cero, obtenemos la
ecuacién implicita de la recta: x + 5y —14=0

Ejemplo 12

” . , 3
Encontrar una ecuacién de la recta que pasa por el punto P,(~2; 5) y tiene pendiente m = "

Selucién
Por la definicién de la ecuacién de la recta denominada ecuacidn punto-pendiente, se
tiene que y—y, = m(x-x))
3
Al reemplazar con los datos, y-5= Z(x + 2)

Entonces, la recta en forma explicitaes y= i—x +1—23'

Ejemplo 13

Encontrar una ecuacién de la recta que pasa por el punto P (3; ~1) y cuyo éngulo de

inclinacién es ng—

Selucién

Se sabe que m=tg6zm=tg%::>1;1=\/§
Luego, ¥ ¥, =m(x——x0)a y+1=\/§(x—~3)

Entonces, la ecuacién implicita de la rectaes y = J3x- (3 3+ 1)
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Ejercicio 2-4
Encontrar la ecuacién de la recta en sus formas implicita y explicita y, de ser posible, tam-
bién la ecuacién segmentaria en cada uno de los siguientes casos.

a) Cuando contiene al punto (1;~3) y un vector normal es i = (2; 5)

b) Cuando contiene al origen de coordenadas y un vector normal es 7= (6; - 7)

¢) Cuando es perpendicular al eje x y contiene al punte (—4; 3)

d) Cuando es perpendicular al eje de ordenadas y pasa por el punto (0; 3)

¢) Cuando contiene a la altura trazada desde el vértice A del tridngulo cuyos vértices son
los puntos A(=3; -2}, B(3; 1) y C(6; —4)

Trazar el grifico para cada situacién planteada.

2.1.4 Posiciones relativas de rectas en el plano

Investigar la posicién relativa de dos rectas en el plano significa indagar si las rectas son
paralelas, perpendiculares, o si se intersecan en un punto.

En los apartados 2.1.4.1, 2.1.4.2 y 2.1.4.3, enunciaremos las condiciones necesarias y
suficientes para estudiar las posiciones relativas de dos rectas en el plano.

Para ello, consideraremos las ecuaciones de dos rectas, r, y r,, definidas por medio de:

£ Sus ecuaciones paramétricas cartesianas (o formas equivalentes)

= +], -

rl:{x BT A A €R, donde d=(a;;a,)//r, a0
y=Y,t A4,

=x, +A,b ~ I

rzz{x R 4,eR, donde b=(b1;bz)//r2 b#0
y=y1+12b2

% Sus ecuaciones implicitas 7, : Ax+By+C=0y r,: Ax+B'y+C =0,r,
& Sus ecuaciones explicitas 1, : y=mx+b, v r,:y=mx+b,

2.1.4.1 Rectas paralelas

Las rectas r, y r, son paralelas si, y s6lo si:

Figura 2-19 1. Sus vectores directores son paralelos (ver figura 2-19).

JleR:G=Ab = (al;az)z,l(bl;bz) = a1=lbl A azz:/lbz

<

) a a . . .
Equivalente a: ~+=-2=] siempre que los coclentes tengan sentido.

iz
1 2
// ry 2. Sus vectores normales son paralelos (ver figura 2-20).

3 AeR:n =in, = (A;B)=A(A}B) = A=AA' A B=AB

f
-~ //3" Equivalente a: A_A A siempre que los coclentes tengan sentido.

1 B B
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Figura 2-20 » 3. Tienen la misma pendiente m, = m, (ver figura 2-21).

Figura 2-21

/ g

1 re
a7 pd
: x=2-34 x=2-61 5 1
Ejemplo 14 a) Lasrectas 7,: Yy ? son paralelas, s
y=4+24, y=3+44, ~6 4 2
2 3 1
b) Lasrectas 1,:2x+3y+5=0y r,:10x +15y +3 =0 son paralelas, ya que TR

2 2 2
c) Lasrectas y——gx lyrn: ya~-5x+3 son paralelas, m, =m, =3

En (a) y (b) del ejemplo anterior, la proporcién entre las coordenadas de los vectores
puede plantearse sélo si tales coordenadas son no nulas, Si sucede que algunas de las coor-
denadas de los vectores directores o normales es nula, esto implica que las rectas pueden
ser verticales u horizontales. Claramente, dos rectas verticales o dos rectas horizontales son
paralelas.

. x=-~1 x=3
Ejemplo 15 @) Las rectas r: Y on: con 4, 4, € R son rectas verticales
y=4+24, y=1+44,

(paralelas al eje de ordenadas) por lo tanto son paralelas,
Observemos que los vectores directores delas rectas son, respectivamente, d (O; 2)
¥ d (O 4) y ambos vectores son paralelos al versor ;.

b) Lasrectas r,:3y+9=0 y r,:~15y+30=0 son rectas horizontales (paralelas al eje
de abscisas), por lo tanto son paralélas.
Observemos que los vectores normales de las rectas son, respectlvamente, l, = (0 3)
y n, -( ——15) y ambos vectores son ortogonales al versor 1.

2.1.4.2 Rectas coincidentes
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Dejamos al lector el ejercicio de probar que 2'definicion previa explica que dos rectas
coinciden cuando siendo paralelas tienen un punto en comdn.

x=2-3) {x:—l——ﬂ 3 02 1

* 1,4, € R son paralelas, ~—===~;
y=4+211YT2 y=6+44, ' °? SO PRI T6T

Ejemplo 16 a) Las rectas r, :{ 5

ademads, si consideramos, por ejemplo, al punto P, (2; 4) €1, , sucede que este punto

2=-1-64, 1 .
=1 = -y en consecuencia son rectas

ertenece a larectar, pues 7, :
P 2PUS {4=6+4/12 :

coincidentes.

b) Lasrectast — 2x+3y+ 5=07yr— 10x+ 15y + 25 = 0 son coincidentes, pues

2 3 5 . 1 .
ITICRETE (Observe que si multiplicamos la ecuacién de la recta 7, por 5 obtene-

mos la ecuacién de larecta r,.)

) 2 2 o
¢) Esevidente que lasrectas 7, : y =—«-3—x -lyrn:iy= ~§x —1 son coincidentes.

2.1.4.3 Rectas perpendiculares

Figura 2-22 1. Las rectas r, y 7, son perpendiculares si sus vectores directores
son perpendiculares (ver figura 2-22).

i Sih':(al;az)//rlygz(bl;bz)//rz,es nlrnedlb

Entonces,si 4 Lb = d-b=0 = ab +a,b,=0

Porlo tanto, r, Lr, <ab +ab, =0

2. Lasrectas 7, y r, son perpendiculares si sus vectores normales
son perpendiculares (ver figura 2-23).

Sin =(A;B)Lryn =(A3B)Lr,esr Ly, &nLln,

x
Entonces,si n, L7n, = n,-m,=0 = AA'+BB' =0
Figura 2-23 Porlo tanto, r, L7, & AA'+BB =0
y 3. Las rectasr, y r, son perpendiculares si sus pendientes verifican
, larelacionm, - m =~1
2

Esta condicién necesaria y suficiente equivale a la enun-
ciada en (2), ya que si 1, : Ax+ By+C =0, entonces:

1 ;y:(-%)x+(-—%) , donde m, =—%(B¢O) 6]

Sir,:A'x+B'y+C =0, entonces:

U] X o 7 CI d d _ A: ’
,1\ riy=| = jx+ ) on eml~-E;(B #0) (1)
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Luego:
m, - m, ==l (—é)(—é—) I S PR YU PN AA'+BB'=0,
B BB
que es la condicién de perpendicularidad de dos rectas expresadas en forma implicita.

x=2+4) con leR x  y+2

Iy e
y==3-51 UERT

Ejemplo 17 a) Lasrectas 7, :{ son perpendiculares ya que:

d,-d,=(4;-5)-(1512) =4-15+(~5).12=0
b) Lasrectas r,:2x+3y+5=0 y r,:9x—6y+3=0 son perpendiculares ya que:

- n2=(2;S)A(9;—-6)=2~9+3-(—6)=0

4 5 .
¢) Lasrectas r,:y= —§x+3 yriy= P 2 son perpendiculares pues:

La condicidén (3) excluye los casos de rectas de pendiente nula. Recordemos que una
recta de pendiente nula es una recta horizontal.

En e} andlisis de perpendicularidad, una recta horizontal siempre es perpenchcular a
una recta vertical.

Ejemplo 18 La recta vertical r,:2x+5=0 yla recta horizontal r,: y =3 son perpendiculares.
En este caso no se puede confirmar la perpendicularldad aplicando (3), pero s me-
diante la condici6n necesaria y suficiente enunciada en (2):

E;=(2;0)Lr1 yn";=(O;1)er,entoncesn1 =( )(O 1)=0

- 2.1.4.4 Punto de interseccidn entre dos rectas

Sean r, y r, dos rectas en el plano.

Nuestro objetivo serd encontrar el conjunto de todos los puntos del plano que perte-
necen a ambas rectas simultdneamente; es decir, aquellos puntos que satisfacen las ecua-
ciones de r,yr, '

Llamamos A a dicho conjunto, absérvese que existen tres posibilidades: 1) A es vacio,
2) A tiene un elemento y 3) A tiene infinitos elementos.

Ejemp'O 19 Encontrar, si existe, el o los puntos de interseccién entre las rectas:
x=2+4, x=2+2A
* cond,4, e R
y=4+24 y=6-4,
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Figura 2-24
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Sclucién
Si existe Po(xo; yo)::r1 N, , entonces existe 4, €R y 4, €R tales que
x =2+4 x =4+24 244, =2+21
o ! y{° ? | entonces ! : (I
Vo=4+24, " |y,=6—4, 4+2A =6-4,

Resolvemos el sistema de dos ecuaciones y dos incdgnitas planteado en (I):

A =24, _2
24, +4,=2

= 41, +A,=2 = 4,

. 2 4
Luego, si 4, =58 A, =

y
: : . 4 .
[ AV R Por lo tanto, si reemplazamos A, =— en la ecuacién
\7\‘ Y A > .
P /A O de la recta r, las coordenadas del punto de interseccién
plie T entre las rectas son
T R o L e R
i 1 i t ' i i x 2+4 ].4
4 U SR A SR SR M. L S - e DI e
:_ : :!_ —I[ E : . rz 5 5 = P E; _2..8,
e L S e 4 28 \57 5
I i I t I i I y:4+2._=m
P /20 T S S S 55 i
t I 4 I
S T TN R SO HOr S S El lector puede verificar que si se reemplaza A, =3
i t LR i 1 I i
11 2!’ 353 j{ Sf é ; X en la ecuacién de la recta r, se obtiene el mismo punto de
; ' 13; ; i ; ; encuentro.
5 De manera gréfica ver figura 2-24.

Ejemplo 20

Figura 2-25

T

I

1
-

1

i

Encontrar, si existe, el o los puntos de encuentro entre las rectas r,:2x~y+4=0 y

rix+y-7=0
Solucién v
Si existe P, (x0§ }’o)= 1, Mr,, entonces sucede que este punto
verifica las ecuaciones de las rectas, es decir: 2x, —y, +4=0
Y %t y,~6=0

Por lo tanto,

2x—y+4=0
=
x+y~7=0

y=2x+4
= 2x+4=—x+7 = x=1

y=—x+
Luego, si x = 1, entonces y = 6.

En consecuencia, el punto de interseccién es P, (1; 6)
r- De manera gréfica ver figura 2-25.

—l)-——"L—_-L—
H




80 Nociones de geometria analitica y 4lgebra lineal

Figura 2-26

4
g

2.1.5

Observe el lector que para calcular el o los puntos de encuentro entre dos rectas hemos
empleado un sisterna de ecuaciones lineales. Relacionemos el procedimiento algebraico
con la solucién geométrica. ;C6mo es el sistema? ;Cudl es el conjunto solucién? ;Con qué
coincide el conjunto solucién?

Los sistemas de ecuaciones resueltos en los ejemplos son sistemas de dos ecuaciones
lineales con dos incognitas. Cada ecnacion representa una recta en el plano. Buscar la solu-
cién implica determinar qué valor numérico deben adoptar las inc6gnitas para verificar las
ecnaciones presentes en el sistema. Los casos planteados en los ejemplos son sistemas con
solucién tinica, la cual es el punto de encuentro entre las rectas.

Los sistemnas de ecuaciones lineales son, quizds, una de las herramientas de célculo
maés utilizadas para resolver situaciones problemdticas. En este caso los hemos empleado
para dar respuesta a problemas relacionados con la geometria. Este hecho va a repetirse en
variadas situaciones a lo largo del libro, v nos dedicaremos especificamente al estudio de
los sistemas de ecuaciones lineales en el capitulo 5.

Angulos de dos rectas en R?

Consideremos dos rectas r, y 7, como se muestra en la figu-
ra 2-26. Sea P el punto de interseccién entre las rectas. En
este apartado expondremos cémo obtener la medida de los
dngulos suplementarics 6, y 8,, medidos en sentido positive,
que se forman a partir del punto de interseccién.

Ve
2.1.5.1 Calculo del dngulc entre dos rectas considerando los vectores directores
Sean las ecuaciones de dos rectas 7, y r, definidas por medio de sus ecuaciones paramétricas
cartesianas (o formas equivalentes):
Figura 2-27 x=x,4+44a
x ° " A eR, donde d=(a; a,)/ /1,
y=pn+ha,
x=x+Ab -
2 r: A, R, donde b=(b; b,)/ I,
O Y=yt
- 3 Po Si consideramoslos vectores directores de cada rec-
a B ta con origen comun en el origen de coordenadas (ver
« figura 2-27), sus direcciones forman en dngulo 8 que es
/ g congruente com el 4ngule &, determinado por las rectas a,
7 partir de] punto de interseccién.

R
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En consecuencia, aplicamos la férmula de cilculo del 4ngulo entre vectores segtin el
teorema 6 de la seccién 1.2.2 del capitulo 1.

= D)o 15 1, J=arccos 6 =arccos jﬁ:
<[ B)= (s ) =asecos (M nbu} v

Reemplazamos en (I) por las coordenadas de los vectores, y se obtiene
ab +ab,
Jorray et

Luego, sif=6 , entonces§, =x —fy viceversa.

K(r1 ; 1, )=arccos 6= arccos(

x=2+~1—/11 x=1—-;-).2
Ejemplo 21 Encontrar Jos angulos que determinan las rectas 7, : 5 yr,: 5
)/=-3+‘2—ﬂ.1 }/=—3+-£—/12

coni 4, € R

Solucién
Es dato los vectores directores de las rectas, esto es

Entonces, uno de los dngulos formados por las rectas es

_1__[,1)+[§,._@

2 2 2 3

ORGEGES

g(rl; rz)z arccos 6 =arccos

2.1.5.2 Calculo del dngulo entre dos rectas considerando los vectores normales

Sean las ecuaciones de dos rectas r, y r, definidas por sus ecuaciones implicitas

r:Ax+By+C=0yr,:Ax+By+C'=0, donde nT::(A;B)J_r1 y E:(A';B')_er

Si consideramos los vectores normales de cada recta con origen comin en el origen
de coordenadas (ver figura 2-28), veremos que sus direcciones forman un dngulo € que es
congruente con el dngulo ¢, determinado por las rectas a partir del punto de interseccién.

En consecuencia, si aplicamos la férmula de cdlculo del 4ngulo entre vectores segtin el

tecrema 6 de la seccién 1.2.2 del capitulo 1.
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Figura 2-28 —
e ' &(r_f‘ r-z;)z &(rl; rz):arccos 6 = arccos W
nl

8y

1%
712

~
Reemplazamos en (I) por las coordenadas de los

vectores, se obtiene:

z{(rI; rz)=arccos @ =arccos AA + BB
Tois Jaris

Luego, si =0, entonces 8, =1 — § y viceversa.

' Ejemplo 22 Encontrar la medida de los 4ngulos que forman las rectas , :x + y +1=0y r,: —2x+7=0

Solucién
Por conocer las ecuaciones implicitas de las rectas, son dato un vector normal a cada

recta: E:(l;l)l_ nym=(-2 D)J_ 1,
w Es claro que no son rectas paralelas.

Entonces aplicamos la férmula (I):

K( v 2) ( 2\[’2 ] o (\/_2 ] 1
3.7[ TT

Por lo tanto, los dngulos que forman las rectas son 8, = e y 0, =2—

Tanto en 2.1.5.1 como en 2.1.6.2 se obtiene que:

i 618=0, entonces las rectas son paralelas.

U 71 .
150 =7 entonces las rectas son perpendiculares.

Ejercicio 2-5
Encontrar la medida del 4ngulo agndo formado por las siguientes rectas.

ay

Ax+3y+7=0y r,ixt+y-~1=0
b) r:3x—-4y-11=0y ni-6x+8y=0

1

0 1 :(x;y):((); 3)+l(—3‘,2) vy, :(x;y)=(~1;1)+l(~3;-2)
2x~5 7
4 n:iy= x3 y rz:y:—-z-x—l

+2
x+l=y~ly r2:—————x 5

o
e
~

=y+3

1
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2.1.6 Distancia de un punto a una recta en R?

Observe el lector que se pueden encontrar puntos de la recta

Figura 2-29 tan lejanos como se quiera respecto del punto P. Sin embargo,
y existe un punto de la recta que realiza la menor distancia. De
esta forma llegamos a la siguiente definicién:
P B
\< Sea una recta r y un punto P ambos en el plano.

Se [lama distancia del punto P a la recta P al minimo
de todoslos valores “PA“ conAeir :

En stmbolos: d (p, r)‘= Xu; r {H?Eli}

&

<

Observacién: Advierta el lector que el segmento que representa la distancia del punto P a
la recta r, es perpendicular a la recta.

La distancia del punto P, (xl; yl) alarecta r: Ax+By+C=0 estd dada por la férmula:

| Ax, + By, +C|

A+ B?

dist(R;r):

En la figura 2-30 hemos considerado un punto P, (xD; yu) er, es decir:
Ax, + By, +C =0,y con origen en este punto ubicamos al vector nor-
mal de la recta, n={A4;B) , asumiendo uno de sus sentidos posibles.
Consideremos como origen al punto P, y como extremo al
punto P, y asi queda definido el vector P,F, en forma tal que si lo
proyectamos ortogonalmente sobre la direccién del vector normal de
la recta obtendremos el punto Q, formdndose los tridngulos rectin-

gulos congruentes P, MP, y QFP,
En consecuencia, la distancia del punto P, a la recta r est4 repre-
x sentada por la longitud del segmento P,Q —
r Pero, por construccién, la longitud del segmento F,Q esiguala
la longitud de la proyeccién escalar del vector F,B, sobre la direccién
del vector normal de la recta.

Entonces
dist(Pl;r)=10ng.§é=;proyescﬁ@ (1)
En (I}, por la f6rmula de proyeccién escalar v segtin los datos, se tiene que:
1Proyesc _PDP|= ‘POR ‘ ;l’ = ’A(xl —x0)+B(yl _y")[ = 1Ax1 + By —(4x + By, )t (In
ORI JA?+ B JA + B
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Donde C:——(A.xo +By0) (I11) ya que Po(xo;yo)er : Ax,+ By, +C=0
Reemplazamos (III) en (II) para obtener:
lax, + By, +C]
dist(P;r) = !
e
Notar que si el punto P pertenece a la recta r la distancia vale cero, pues se anula el
numerador de la férmula que expone el teorema 3.

Ejemplo 23 Determinar la distancia del punto M(-3;4) alarectar: 6x~8y -6 =0

Solucién
Aplicamas la férmula del teorema 4, y se tiene que:

6-(—-3)~8-4~6] |-56
M / Dist( M; r) = %:%:?:Sﬁ unidades de longitud.

Figura 2-31

[one]

De modo gréfico ver figura 2-31.

Ejercicio 2-6

Encontrar la distancia del punto P, 2 la recta r en cada uno de los siguientes casos.
a) P, (-1;0)yr:8x—6y+1=0
b) P,(3-5)y ri-4x—3y—6=0
¢) P, (=3;4)yrquepasapor el punto P (1;1) y su vector normal es A = (3;—4)

A

x+3 y-6
d) P {GO)yr: Era
b (51) x=~24+31
s r:
e b ¥ y=4-1

2.1.7 Familia o haz de rectas

En la seccién 2.1 analizamos bajo qué condiciones puede obtenerse la ecuacién de una
recta. Si repasamos estos casos, en todos observaremos que una recta queda perfectamente
determinada por dos condiciones: un punto y un vector director; un punto y un vector
normal; dos puntos; un punto y el valor de la pendiente recta.

Por lo tanto, si sélo se da una condicién, no existird una tnica recta que la cumpla}
sino gue habra infinitas rectas que satisfagan la condicién enunciada.
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Ejemplo 24

Figura 2-32

La ecuacién y=2x+b con beR es el conjunto de todas las rectas del plano de pen-
diente 2 (en consecuencia, rectas paralelas entre si).
Por cada valor real que asignemos a b estaremos determinando una de las
rectas (recordemos que, en la ecuacién explicita, b es la ordenada al origen).
Algunas de las rectas que satisfacen la condicién enunciada son:
b=0=r:y=2x, b=—1=r:y=2x-1, b=1=r,: y=2x+2, y se mues-
tran en la figura 2-32.

Ejemplo 25 Laecuacién y=mx+2, con meR, es el conjunto de todas las rectas del plano que pa-
san por el punto (0; 2), excepto la recta vertical x = 0 que no puede ser definida mediante
la forma explicita de la recta.

Figura 2-33 Por cada valor real que asignemos a m estaremos determinan-

" do una de las rectas (recordemos que, en la ecuacién explicita, m

T=- 4l yyms 1 es la pendiente de la recta).
RO f' T T A *: o 4; o Algunas de las rectas que satisfacen la condicién enunciada son
—-E———, Z3peoee ——1——4:"- m=0=riy=2, m=-l=riy=—x+2,m=12n1y=x+2,y

b : e se muestran en la figura 2-33.

b | i m=0

it —d

} i

; .

de las rectas del plano que satxsfacen:una umca condlczén geométnca se
2 0 haz de recta : : :

En particular, tiene especial interés la definicién del haz de rectas que definen dos
rectas que se intersecan en un punto del plano.

Sean las rectas 7, : Ax+By+C =0y r,: Ax+ B y+C"=0 tales que r,Nr, =Po(x0;yo)
Sean los ndmeros reales h y k no nulos simultdneamente.
La familia de rectas, o el haz de rectas, que pasan por el punto F, (’%5 ya) queda re-
presentada por;

H—h{Ax+By+C)+k(Ax+By+C)=
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Mostraremos que H — h(Ax +By+ C) + k(A’x +B'y+ C’) =0 (I) representa a la familia de
rectas que pasan por el punto P, (xu; yo)
Con valores reales arbitrarios & v k, no nulos simultdneamente, la relacién (1) es lineal

en las variables x y y: H— (hA+kA)x+(hB+ kB')y+(hC+ Ck') =0, por lo tanto, geomé-
A 5 c
tricamente es una recta del plano.

Ademds, como P, (xa; yo) pertenece a las rectas r, y r,, se tiene que Ax, + By, +C=0
y A'x,+B'y,+C =0, en consecuencia, en (I}, se verifica que:
H —>h(Ax, + By, +C)+k(A'x, + B'y,+C')=0
=0 =0
H—>h-0+k-0=0

Por lo tanto, para valores reales arbitrarios h y k; no nulos simultineamente, se cumple
que (I) representa una recta que pasa por el punto P, (xo; yu)

En partiéular:

B Sih=0yk#0,seobtiene la ecuacién de larecta r,
Sih#0y k=0, se obtiene la ecuacién delarectar,

En general, no interesan las rectas que definen el haz de rectas, pues son datos, sino la
posibilidad de encontrar alguna de las otras rectas que pasan por el punto de interseccién
de las rectas que definen a dicho haz.

En funcién de esto, se trabaja con la ecuacién del haz de rectas reducido. Para obtener- -
lo suponemos, por ejemplo, que h # 0.

Luego, al dividir por 1 a # # 0 miembro a miembro en (I) resulta:

i H'—>(Ax+By+C)+—E(A'x+B’y+C’)=0

i . . k . .
Lo Si convenimos en llamar A= P la ecuacién del haz de rectas reducido es

H —(Ax+By+C)+A(A'x+B'y+C')=0 con 1R )

i Observemos que, en este caso, si A = 0 obtenemos la ecuacién de la recta r, pero no
’ serfa posible asignar un valor al pardmetro para definir la ecuacién de la recta r,. Por ese
motivo, la ecuacién (II) se llama haz de rectas reducido; es decir, hay una recta que no
puede definirse a partir del haz. Pero como esa recta es conocida, por ser uno de los datos
del problema, la ecuaci6n es aplicable sin restricciones.

W

Ejemplo 26 Encontrar una ecuacién de la recta de pendiente 1 que pasa por el punto de interseccidn
delasrectasr :2x+3y-6=0yr:x+y-1=0
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Solucién

Las rectas dadas como dato no tienen pendiente 1, por lo tanto la recta incdgnita de
pendiente 1 pertenece al haz de rectas reducido:

H'——>(2x+3y——6)+1(x+y—l)=0 )

Operamos en (I) y encontramos la forma explicita de la recta: y = (—%} x +(§%)

2+A
Entonces, como la recta que buscamos tiene pendiente 1, resulta que (~m)=l In

5
Resolvemos la ecuacién (II) y obtenemos que A = — luego reempla-
Figura 2-34

5
zamos A= = en (I) para encontrar

H —>(2x+3y~—6)+(—%)(x+ y—1)=0

resulta que la recta de pendiente 1 que pasa por el punto de intersec-
cién de las rectas dadases rix—y+7=0

En la figura 2-34 se muestra que las rectas r,, r, y r pertenecen al
haz de rectas que pasan por el punto P(-3; 4)

Ejercicio 2-7

Dado el haz de rectas reducido 7: (x o 1)+ /1(3x ~2y- 6) =0, encontrar una ecuacién
de la recta del haz que:

a) pasapor el punto A(4; -1) i) pasa por el punto medio del segmento
b) pasa por el origen de coordenadas de extremos A(3; 1) y B(-7; 5)

c) esparalelaal ejex . -1 y—6

d) es paralela al eje de ordenadas J) esparalelaalarecta r: 2

e) es perpendicular al eje de abscisas k) esperpendicular alarecta

i es perpendicular al eje y ri{x; y)=(3; —1)+/1(4; —2)

g) tiene abscisa 4 al origen I) tiene abscisa 5 al origen

h) tiene pendiente ~2 m) tiene distancia igual a 1 al punto (2; 0)

2.1.8 Aplicaciones de modelos lineales

En la introduccién hemos referido que por medio de modelos lineales es posible interpre-
tar y resolver situaciones provenientes de otras ciencias. En el siguiente ejercicio evidencia-
mos otra situacién que se modela a través de ecuaciones de rectas.
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Figura 2-35

Ejercicio 2-8

Un depésito de mercaderias de forma prismatica tiene un volumen de
5544 m?, siendo la altura de la cubierta de 6 m y la longitud del lado

L2ml2m .
mayor de su planta de 44 m. A fin de mejorar su aprovechamiento, se

Escalera <«
Entrepiso +—|

Cinta
transportadora

decide construir un entrepiso metalico que cubra la cuarta parte de su
superficie, de acuerdo con el esquema que se muestra en la figura 2-35.

21.1. Flacceso del personal al entrepiso se prevé mediante una escalera
ubicada conforme se indica en la figura 2-36, con escalones de
0,18 m de alzada y 0,29 m de pedada. (Figura 2-36. Nota: Para fi-

Figura 2-36

Lm

nes précticos, ¢l espesor del entrepiso metdlico no es significativo.)

Se pregunta:

dela
escalera

Figura 2.37

P

21

4 3 a) Con los datos precedentes, ;a qué altura A del cielo-
v A=3m

Q. y : rraso mds préxima a los 3 metros, pero no inferior a

‘ 6m ésta, debe ubicarse el solado del entrepiso para que la
0,29 m : escalera tenga un ndmero entero de escalones?

w1

= 0,18 mé b) Silos ejes de replanteo x son los ubicados en 1
or ei)ferior —,—Jﬁpiiac:on ) Silos cje P 7y ° nen e

detalle escalera figura 2-36, ja qué distaucia a del origen de los ejes de
replanteo estard ubicado el primer escalén?

De acuerdo con el esquema idealizado de la figura 2-36, scudl es la ecuacién de la recta
que materializa el borde inferior de la escalera? (Adopte come sisterna de referencia
los ejes de replanteo x y y anteriores.)
;Qué 4ngulo subtiende la escalera con el piso del depésito? (Angulo de inclinacién.)
Con respecto al sistema de referencia adoptado, ;qué coordenadas tendrd el punto Q
extremo de la escalera?

.2.  En la disposicién que muestra la figura 2-37 se va a instalar una cinta transporta-

dora para elevar mercaderia del nivel inferior del depésito al nivel del entrepiso. La
pendiente de la cinta es del 20%. Su arranque estd a 0,65 m del piso del depésito y
finaliza en coincidencia con el solado del entrepiso (ver figura 2-37).

Usted tiene que hacer un replanteo en obra para instalar la

44m

cinta. Los ejes de referencia adoptados son los x” y ' indicados.

Se pregunta:

a) A qué distancia d del eje y' - se encuentra el arranque de la
cinta?

b) ;Cudles son las coordenadas del punto A de arranque refe-
ridas a los ejes x'y y'?

3Cuadl es la ecuaci6n de la recta que materializa la cinta referida a los gjes x'y y'¢

+Cudl es el 4ngulo que subtiende la cinta con la horizontal?

Si para optimizar el uso de la cinta con el propésito de recibir cargas més pesadas se

decide disminuir su pendiente, de modo que el punto de arranque, siempre a 0,65 m

del nivel del piso, se encuentre a 4,50 m de la pared representada por el eje ¥/, jcual

serd la pendiente?

En este tiltimo caso, se quiere transportar por la cinta un bulto cuyo peso es de 200 kg

¥ se sabe que el coeficiente de rozamientc | entre la cinta transportadora y el bulto es

de 0,80. ;Es posible transportar el bulto al nivel superior o se caera de la cinta trans-

portadora? Justifique su respuesta. (Sugerencia: Aplique descomposicién vectorial de




 Calcular la ecuacién de Ia recta que pertenece sunultaneamente al haz

‘ Elermc:o 2-13

; Deduar una férmula para obtener la dlstancxa entre dos rectas paralelas

Y 2%+ 3y—4= Osonconcurrentes ,

Ejercicid 2-15
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fuerzas. La fuerza que resiste el resbalamiento es la normal al plano de apoyo multipli-
cada por el coeficiente de rozamiento.)

g :Cudnto tendria que ser el valor del coeficiente de rozamiento para que un bulto del
mismo peso que el anterior no pueda ser transportado?

k) ;Qué conclusion le permite inferir la respuesta al punto precedente?

Ejercicio 2-9
Resolver la situacién inicial 1 planteada en el inicio de la secglén 2.1

§ /
Ejercicio 2-10 i/

Resolver la situacién inicial 2 planteada en €l inicio de la seccién 2.1.

Autoevaluacion

Capitulo 2, Rectas y planos, seccién 2.1, Rectas en el plano.

Ejercicio 2-11 ; : ; : i L :
Determinar el valor del pardmetro k4, € Rparaquelarecta r,:x+y-8=0 forme un 4ngulo de Z conla
recta rz:x+ky+1=0.Realizarelgréﬁco; SRS T R

E]ercmlo 2 12

H,:(x~ 2y+1)+/1 (3x+y—3)=0 yalhaz #,:(x— k3)+}.2(x+‘y+1) G

’ Ax+By+Ck 0yr: A’x+B’y+C'_ 0 ,sgendo C# c'.

Ejercicio 2-14 . = - :
Comprobar mediante dos procesos analfticos dJstmtos que las rectas 2x 4 y+ 2= O r —6x 2 y+6 0 :

Las rectas 7, : x+y+6 0, 3x+y 3= 0 ¥ 7 A — y+8 Oforma.nu_nmangulo

a) Calcular la medida de los dngulos interiores de dicho tnangulo

b) Calcular él 4rea del-tridngulo: o

¢) Comprebar que las rectas que contienen a las alturas son concurrentes en un punto (Este pun
nomina ortocentro.) ~

d) Comprobar que las rectas que contienen a las medlanas del trlangulo son concurrentes en un punto '
(Este punto se denomma ba.ncentro ) : : ' '






